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1 Voraussetzungen

Definition 1. Sei X eine Menge, und {A;}icr eine Familie von topolo-
gischen Rdumen, so dass : jeder A; ist in X enthalten (als Menge), und
X = UerA;. Die schwache Topologie auf X beziiglich der A;’s ist die Topo-
logie T, so dass :

B e€ T Yi €l: BNA; istin A; offen
UA : Priift, dass 7 eine Topologie auf X ist.

Bemerkung 2. Man kann solch eine Topologie defienieren, selbt wenn X C
UierA; aber X # U;erA;. Aber wir interessieren uns hier fir den Fall X =
UserAi.

Bemerkung 3. Sei X ein Topologischer Raum. Wir nennen 1y seine To-
pologie. Seien {A;}icr eine Familie von Unterrdumen von X . Die schwache
Topologie T bzg. den A;’s auf X ist im Allgemeinen nicht die ”originale”
Topologie Ty.

Gegenbeispiel 4. Sei X := R" mit Ty der iblichen Topologie , und seien
{Ai}ier := {{z}}eex (wobei jeder x ist mit der von Ty induzierter Topologie
betrachtet(das heisst ?).

UA : priift, dass die schwache Topologie 7 auf R” bzg. den {{z}},ex
die diskrete Topologie ist, im Besonderen : 7 # 7.

Definition 5. Sei X topologischer Raum, Ty seine Topologie, und {A;}icr
eine Familie von Teilraumen von X. Man sagt, dass Ty koherent bzg. der
{A;}ier ist, wenn : die originale Topologie Ty die schwache Topologie bzg.
der {Ai}iel 15t.

Bemerkung 6. Im ehemaligen Fall ist die ubliche Topologie von R™ nicht
koherent bzg. der {{z}}zex.



Beispiele 7.

- Sei (X, 7y) ein topologischer Raum, und {U;}icr eine Familie von of-
fenen Teilraumen so, dass X = U;erA; : dann ist die Topologie Ty
koherent mit den {U;}icr. Beweis : UA.

— Sei (X,7y) ein topologischer Raum, und {A;}icr eine endliche Familie
von abgeschlossenen Teilrdumen so, dass X = U;erA; : dann ist die
Topologie Ty koherent mit den {A;Y;,n;. Beweis : UA.

- Sei (X, 7o) ein topologischer Raum, und {A;}icr eine lokal endliche
Familie von abgeschlossenen Teilrdumen so, dass X = U;crA; : dann
ist die Topologie Ty koherent mit den {A;};cr. Beweis : UA.(Hinwez’s :
im Allgemeinen, fir X topologischen Raum und {Bj};cr Teilrdume,
man hat nur : UjeBj C UjesBj. Und falls {B;};er lokal endlich
ist ?).

Bemerkung 8. Vorsicht! :

Sei X eine Menge, und (A;,7T;)icr eine Familie von topologischen Rdumen,
so dass : fiir jeden i in I, A; C X. Man kann sowieso immer die schwache
Topologie T auf X bzg. der A;’s defienieren. Aber im Allgemeinen in-
duziert T auf jedem A; nicht die originale Topologie T; !

Gegenbeispiel 9. X := R%, 4 = {(1,2)},,>1 U {(0,0)}, und U := R%. U
und X sind mit der tublichen Topologie versehen, und A mit der diskreten

Topologie (UA).

Proposition 10. Sei X eine Menge, und {(A;, T;) }ier eine Familie von To-
pologischen Rdumen so, dass : Jeder A; ist in X enthalten (also als Menge,
X hat noch keine Topologie) und X = U;erA;. Falls fiir alle i un j in I die
folgenden Bedingungen erfihlt sind :

— A;NAj ist in (A;, T;) abgeschlossen und auch in (A;,T;)
— die auf A; N A; von (A;,7;) induzierte Topologie ist gleich der auf
A;NAj von (A}, T;) induzierte Topologie

dann ist die schwache Topologie T auf X bzg. den {(Ai, T;)}icr koherent
mit den {(A;,T;)}ier- Das heisst : fiir jeden i in I, die von T induzierte
Topologie auf A; ist gleich T;, der originalen Topologie.

Bemerkung 11. Die gleiche Proposition mit "offen” statt ”"abgeschlossen”
im ersten Punkt gilt auch.

Beweis : UA.



2 Geometrische Realisierung

Sei n in N fixiert. Wir arbeiten jetzt in R”™.

Definition 12. Sei m < n und sei V := {vg,v1,...,vm} m + 1 geome-
trisch unabhdngige Punkte in R™. Die konvexe Hille S dieser Punkte S :=
Konv(V) ist ein (m-dimensionaler) Simplez in R™. Die Punkte {vg, v1, ..., Um}
sind die Ecken von S (vertices). Jede Teilmenge {v;,,viy, ..., v5,} von V de-
finiert auch ein Simplex : Konv(v;,, iy, ..., v;,). Die Simplices dieser Form
heissen “faces” (englisch) von S. Nicht vergessen : ) € V' wird auch als face
von S betrachtet.

Definition 13. Sei K eine Familie von Simplices in R™. K heisst geometrischer Simplizialkomplez,
wenn :

i) Fir jeden S in K, jeder face S" von S ist auch in K
i1) Fiir alle S1 und Sz in K ist S1 NSy eine face von Sy und auch von
Sa

Beispiele 14. Betrachte die folgenden Mengen von Simplices in R? :

Definition 15. Sei K ein geometrischer Simplizialkomplex in R™. Sei T
die tbliche Topologie auf R™. Jeder A in K hat eine “natirliche” Topolo-
gie : die von T induzierte Topologie. Die "iibliche” Topologie auf Uaci A
(das ist kein offizieller Name, ich glaube, es gibt sowieso keinen, man sagt
nur”die schwache Topologie”) ist die schwache Topologie bzg. der {A}sck -
Man notiert diesen topologischen Raum : | K |.

Bemerkung 16. Wir sind hier im Fall der Proposition 10 : die {A;}ier
sind die Simplices S in K. Das heisst, die Topologie von | K | ist mit den
{S}ser koherent (wobei die Topologie auf jeden S die von R™ induzierte
Topologie ist).

Beweis : UA.

Bemerkung 17. Vorsicht! : Im Allgemeinen iibereinstimmen die schwache
Topologie T und die von R™ induzierte Topologie auf {A} acx NICHT.

Gegenbeispiel 18. In R2. Sei, fiir jeden n > 1, A, das Segment von (0,0)
nach (1,1). Sei K := {Ap}yn>1. Sei, fiir jeden n > 1, x,, der Punkt auf A,
mit Abstand £ von (0,0). (zy,)n>1 konvergiert gegen (0,0) beziiglich der von
R? induzierten Topologie aber nicht beziiglich der schwachen Topologie.



Beweis : UA.

Bemerkung 19. Diese schwache Topologie ist im Allgemeinen nicht me-
trizierbar : das ist der Fall im letzen Gegenbeispiel. UA.

Definition 20. Sei I eine beliebige Menge (nicht notwendig endlich). R

bezeichnet den reellen Vektorraum mit Basis I. Das heisst : RUY) st der
Teilraum von RY := {(z;)ies | Vi € I,7; € R} dadurch definiert :
RU = { (z3)ic;r € R | die z; sind fast alle null }

Wir notieren, fir jeden j € I, e; = (z;)icr, wobei xz; = 0 fir alle

i € I\{i}, und x; = 1. Also : (e;);es ist eine Basis von RY). RU) hat einen
nattirlichen ”scalar product” :

(@i)is (Yi)i) == Ziwiyi

Man kann genau das Gleiche, wie in Definition 13, machen, mit R() statt
R™. Der Vorteil ist, dass man dann geometrische Simplizialkomplexe kons-
truiren kann, ohne auf die Dimension aufpassen zu miissen : es gibt dann
immer ”genug Platz”, um Simplices hinzuzufiigen (diese Idee wird spéter
klar bekommen, wann man die Realisierung eines abstakten Simplizialcom-
plexes konstruiren wollen wird).

Definition 21. Wir nennen abstrakter Simplizialkomplezx, jeden Simplizial-
komplex im Sinn der Vorlesung.

Erinnerung : Sei v eine Menge. Ein abstrakter Simplizialkomplex A mit
Eckenmenge v ist : eine Teilmenge A von P(v), so dass jedes Element von
A eine endliche Teilmenge von v ist, jede einelementige Teilmenge {v} von
vin A ist, und :

bCa€e A=5bec A

Konstruktion 22. Sei A ein abstrakter Simplizialkomplex, mit Ecken-
menge v. Wir sind jetzt in R¥), und identifizieren die Elemente v von v
mit den Vectoren e,, d.h. :

R® = { Ypevzyv | jeder xz, € R, die z, sind fast alle null }
Wir betrachten die Menge :
K :={Konv(a) | a € A}

Beispiel und Definition 23. Seia := {vg,v1,...,0n} C v . v ist eine Basis
von R™) | von deren {vo,v1, ..., vn} n+ 1 linear unhabhingige Vektore sind.



Konv(a) == {z = X qziv; | Vi, x; >0 und ¥z; =1}

Jedes Konv(a) hat eine natiirliche Topologie : die von R(*) induzierte
Topologie. Wir nennen den entsprechenden Topologischen Raum : | a |.

UA : Priift, dass der K vom Konstruktion 22. ein geometrischer Simpli-
zialkomplex in R™) ist.

Definition 24. Der topologische Raum | K | (also mit der schwachen Topo-
logie bzg. der | a | ) heisst die geometrische Realiesierung des abstraktes Simplizialkomplexes A.

UA : Schreibt die Ubersetzung dieser Definition zu der Definition der
Vorlesung. Hinweis : die Funktionen ”¢” der Vorlesung entsprechen den ba-
ryzentrischen Koordinaten der Punkte ”x” dieser Unterlage.

Ja... Und?

Warum is das interessant ? Erstens : dieser Topologische Raum ist kom-
plet in dem kombinatorischen Datum A enkodiert. Im Besonderen : die so
definierte Topologie ist tatsichlich unabhiingig vom Raum R®). Die ist ”in-
trinseque” (ein bisschen wie fiir den Fall einer manigfaltigkeit zum Beispiel).
Zweitens : diese Topologie erlaubt uns, sehr einfach die Stetigkeit einer Funk-
tion von so einem Raum nach einem anderen zu priifen (oder umgekehrt).
Genauer :

Proposition 25. Sei X ein Topologischer Raum, {A;}icr eine Familie von
Unterrdumen mit X = U{i € IA; so, dass die Topologie auf X koherent
mit den {A;}ier ist. Sei' Y ein topologischer Raum und f : X — Y eine
Abbildung. f ist stetig genau dann, wenn : fir jeden i € I, fla, : Ai — Y
stetig 1st.

Der wichtigste Fall dieser Proposition fiir die Vorlesung ist :
wenn X =| K | ein geometrischer Simplizialkomplex ist (d.h. : die
{A;}icr sind die Simplices S € K).

Eine sehr praktische Anwendung ist die folgende :

Definition 26. Seien Ay und Ao zwei abstrakte Simplizialkomplexe,
und @ : Ay — Ag eine simpliziale Abbildung. Die geometrische Reali-
sterung von @ st :



(ol A — | A
so, dass fir jeden a in Ay :
@l s lal  — [ela) ]
Soealot —  DueaTvp(v)
UA : priift dass, solche Funktionen | ¢ | stetig sind.
UA : Priift, dass man dhnliche Funktionen von einem geometrischen Sim-

plicialkomplex nach einem anderen geometrischen Simplizialkomplex direkt
definieren kann. In welchen Fallen ist so eine Funktion stetig ?

UA : Sei A der abstrakte Simplizialkomplex mit Eckenmenge v := {vo, v1, ...

dadurch definiert :

A = {{v}tver U {{vo,v1}, {vo, v}, - {vo, vn}, ... }. Sei K’ der geome-
trische Simplizialkomplex des Gegenbeispieles 18. Sei v/ die Eckenmenge
von K'. Sei ¢ die Abbildung von | K | nach | K’ | so dass : ¢(vg) = (0,0)
und fiir jedes n > 1 : ¢(v,) = (1, ), und weiter : o((1 — t)vg + tv,) =
(1—1¢)(0,0)+¢(1, 1). Priift, dass ¢ ein Homéomorphismus ist. Betrachte die
Folge in | K’ | : (yn)n so dass, y, der Punkt von A, mit erster Koordinat
3 ist. Die konvergiert in R? gegen (3,0), aber nicht in | K’ |, was vielleicht
noch nicht klar war. Was ist ihr Urbild durch ¢ 7 Es ist jetzt klar, dass diese
Folge in | K | konvergiert nicht (priift es trotzdem!). Und deshalb konver-

gierte die Folge (y,), in | K’ | auch nicht.

UA : Macht die Ubung 1 des Blattes 2 mit diesem Standpunkt.



